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Uporaba metoda Markovljeva procesa koristi se za proracun pokazatelja pouzdanosti tehnickih sustava. Pokazatelji
pouzdanosti tehnickih sustava su vjerojatnosti stanja u kojima se sustav moze nalaziti, srednja vremena boravka sustava u tim
stanjima i ucestalost nastupanja tih stanja. U ¢lanku su objaSnjene temeljne metode i postupci prora¢una pokazatelja

pouzdanosti tehni¢kih sustava uporabom Markovljeva procesa.

Kljuéne rijeci: Markovljev proces, vjerojatnost stanja sus-
tava, srednje vrijeme boravka u stanju sus-
tava, ucestalost nastupanja stanja sustava.

1. UVOD

Prilikom razmatranja tehnickih sustava cesto se javlja
potreba za proratunom pokazatelja njihove pouzda-
nosti.

Iako ih postoji poprili¢an broj, jedna od ucestalijih me-
toda koja se upotrebljava za proracun pokazatelja
pouzdanosti je primjena Markovljeva procesa. Cilj
ovoga ¢lanka je opisati Markovljev proces, te objasniti
temeljne metode i postupke proracuna pokazatelja
pouzdanosti tehnickih sustava njegovom uporabom.
Clanak se sastoji od tri poglavlja poredana tako da
predstavljaju faze uporabe Markovljeva procesa, od
uvodnih postavki do izraCunavanja pokazatelja
pouzdanosti.

2. DIJAGRAM PROSTORA STANJA SUSTAVA

Kvarovi u tehnickim sustavima su slucajni, odnosno
stohasticki dogadaji koji se mogu opisati Markovljevim
procesima. Slikovni prikaz Markovljeva procesa, od-
nosno stohastickih dogadaja koji se odvijaju u sustavu
predstavljen je dijagramom prostora stanja sustava.
Dijagram prostora stanja sustava sastoji se od stanja
sustava i prijelaza medu njima.

Prva faza crtanja dijagrama prostora stanja sustava je
odredivanje svih stanja sustava, odnosno svih stanja u
kojima se sustav moze nalaziti. Pritom stanje sustava
predstavlja situaciju u kojoj se sustav moze naci s obzi-
rom na status raspoloZivosti svojih komponenata. Jed-
nostavnije receno, svako od stanja sustava predstavlja
odredenu situaciju u kojoj sustav mozemo zatecis obzi-
rom na pokvarenost i ispravnost njegovih kompone-
nata. Na primjer, za sustav koji se sastoji od samo jedne
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komponente, stanja u kojima se takav sustav moze na-
laziti su stanje kvara kada je komponenta pokvarena i
stanje ispravnog rada kada je komponenta ispravna,
kako je prikazano na slici 1. Na slici je stanje kvara
oznaeno kao stanje 1, a stanje ispravnog rada kao
stanje 0. Vidimo da svako stanje sustava sadrzava skup
informacija o radnoj sposobnosti sustava da ispunjava
svoje zadatke. Stanja sustava predstavljaju skup ele-
mentarnih dogadaja koji su medusobno iskljucivi, $to
znaci da se sustav ne moZze istodobno nalaziti u dva ili
viSe stanja. U prikazanom slucaju sustava od jedne
komponente, to znaci da sustav ne moze istodobno biti
ispravan i pokvaren, $to je i logi¢no.

Drugi je korak u crtanju dijagrama prostora stanja
crtanje prijelaza izmedu pojedinih stanja. Logi¢no je
da sustav tijekom svog zivotnog vijeka nece uvijek bo-
raviti u jednom te istom stanju, nego ¢e pod utjecajem
sluc¢ajnih dogadaja kvara i popravka mijenjati svoja
stanja, odnosno prelaziti iz jednih stanja u druga.
Prema tome, sustav se u nekom stanju zadrzava ono-
liko dugo dok ga slu¢ajan dogadaj kvara ili popravka ne
prevede u drugo stanje, odnosno dok mu slucajan
dogadaj ne promijeni osobine na taj nacin da prijede u
drugo stanje. Zbog toga se moze kazati da prijelazi iz-
medu stanja predstavljaju putove, odnosno nacine na
koje sustav moze prelaziti iz pojedinih stanja u neka
druga. Drugacije receno, prijelazi izmedu stanja
povezuju pojedina stanja ukazujuéi time u koja stanja
sustav moZe prijeci iz nekog stanja, odnosno iz kojih
stanja sustav moze dospjeti u neko stanje. U prika-
zanom primjeru sustava od jedne komponente zna se
da se ona moZe pokvariti, odnosno prijeci iz stanja is-
pravnog rada 0 u stanje kvara 1. Taj je prijelaz prikazan
strelicom iz stanja 0 u stanje 1 kako je prikazano na slici
1. Ukoliko se komponenta moze popravljati, tada
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nakon popravka pokvarene komponente sustav prelazi
iz stanja 1 u stanje 0, a taj je prijelaz naslici 1 prikazan
strelicom iz stanja 1 u stanje 0.

Iz Zivota je poznato da se razliCite komponente
razlicito brzo kvare, odnosno da se neke komponente
kvare brze od drugih. Zbog toga nam je za cjelovit opis
prijelaza potrebna veli¢ina koja ¢e biti mjera brzine
kvara doticne komponente. Kao prikladna veli¢ina
koja opisuje brzinu kvara neke komponente uzeta je
ucestalost kvara. Ona predstavlja relativan broj
kvarova, s obzirom na broj ispravnih komponenata, po
vremenskom intervalu, pa po svojoj definiciji i nije
niSta drugo nego brzina kvara. Kao mjera koja karak-
terizira brzinu kvara doti¢ne komponente, na slici 1 je
iznad strelice prijelaza iz stanja 0 u stanje 1 upisana
vrijednost. Slicno razmatranje moZe se provesti i za
brzinu popravka doti¢ne komponente, odnosno uces-
talost popravka. Ta veli¢ina takoder predstavlja relati-
van broj popravaka, s obzirom na broj pokvarenih
komponenata, po intervalu vremena. Na slici 1 ona je
upisana kraj strelice prijelaza iz stanja 1 u stanje 0 kao
veli¢ina brzine popravka doti¢ne komponente. Ucesta-
lost kvara komponente i ucestalost popravka kompo-
nente nazivaju se zajednickim imenom ucestalosti
prijelaza izmedu pojedinih stanja sustava ili jed-
nostavno ucestalosti prijelaza.

Stanje 0 | g Stanje 1
Komponenta Komponenta
ispravna < pokvarena

Slika 1. Dijagram prostora stanja sustava od jedne
popravljive komponente

Prema tome, kako bi se postigla bolja preglednost
problema i jednostavan ispis sustava jednadzbi
Markovljevog procesa poZeljno je prvo nacrtati
odgovarajuci dijagram prostora stanja sustava i unijeti
pripadajuce ucestalosti prijelaza. U takav dijagram tre-
baju biti ukljucena sva odgovarajuca stanja u kojima se
sustav moze nalaziti, odnosno boraviti i svi moguci
prijelazi izmedu pojedinih stanja. Broj stanja i prijelaza
ovisi o konkretnom sustavu, odnosno problemu koji se
razmatra.

Iz svega navedenog slijedi da je izrada dijagrama pros-
tora stanja sustava najvaznija faza rjeSavanja problema
jer predstavlja slikovni prikaz problema, odnosno
prevodi inzenjersko znanje o radu sustava u mate-
maticki model na koji se zatim primjenjuju mate-
maticke metode rjeSavanja Markovljevih procesa.

Prilikom izrade dijagrama prostora stanja sustava
potrebno je vrsiti inZenjerske prosudbe, a za to je nuzno
potpuno i iscrpno razumijevanje fizikalnog ponasanja i
logickih operacija sustava, jer ne postoje nikakvi mate-
maticki modeli, pravila ili sheme koje bi to nadomjestile
ili eliminirale. U ovom su ¢lanku predstavljene metode,
odnosno matematicki alati koji primijenjeni na dijagram
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prostora stanja sustava omogucuju prora¢un osnovnih
stohastickih veli¢ina sustava.

Treba naglasiti da se skup svih stanja u kojima sustav is-
pravno radi naziva stanje ispravnog rada sustava, a skup
svih stanja u kojima je sustav pokvaren naziva se stanje
kvara sustava. Stanje ispravnog rada sustava i stanje
kvara sustava zajednickim se imenom nazivaju opca
stanja sustava. Za razliku od njih pojedinacna stanja sus-
tava su ona koja tvore dijagram prostora stanja i u
daljnjem se tekstu nazivaju jednostavno stanja sustava.
Prema tome, mozZe se reéi da opce stanje sustava
predstavlja skup takvih pojedinacnih stanja koja izazi-
vaju jednake posljedice na sposobnost rada sustava.
Ve ranije je spomenuto da svako od stanja sustava
predstavlja odredenu situaciju u kojoj se sustav moze
zateCi. S obzirom da su stanja sustava, odnosno situa-
cije u kojima se sustav moze naci stohasticki dogadaji,
oni imaju odredenu vjerojatnost. Stanja sustava su i
medusobno iskljucivi dogadaji, pa je zbog toga vjero-
jatnost opéeg stanja sustava jednaka zbroju vjerojat-
nosti pojedinac¢nih stanja koja ga sacinjavaju. Prema
tome, vjerojatnost ispravnog rada sustava dobiva se
zbrajanjem vjerojatnosti svih pojedinac¢nih stanja sus-
tava u kojima sustav ispravno radi. Na istom se prin-
cipu dobiva vjerojatnost kvara sustava.

Jasno je da, ovisno o mreznoj strukturi sustava, postoji
znacajna razlika kako u izgledu dijagrama prostora
stanja sustava, tako i u tome koja stanja predstavljaju
ispravan rad, odnosno kvar sustava. Pod mreznom
strukturom sustava podrazumijeva se nacin spoja kom-
ponenata koje sacinjavaju sustav.

Broj stanja u dijagramu prostora stanja sustava raste s
porastom broja komponenata sustava i porastom broja
stanja u kojima pojedina komponenta sustava moZze
boraviti. Za sustav od n paralelno spojenih kompone-
nata od kojih svaka mozZe poprimiti jedno od 2 moguca
stanja, stanje ispravnog rada i stanje kvara kompo-
nente, dobiva se dijagram prostora stanja sustava u ko-
jem broj stanja iznosi 2".

Ocito je da veliki broj komponenata u sustavu,
uzrokuje golem broj stanja u dijagramu prostora stanja
sustava. Zbog toga je s dijagramom prostora stanja
takvog sustava vrlo tesko upravljati.

Dva su rjeSenja kojima se sluzimo u takvim slucaje-
vima. Prvo se svodi na smanjenje broja stanja. Ovaj
pristup se zasniva na upotrebi inZenjerskih prosudbi te-
meljenih na iskustvu, kako bi se smanjio broj mogucih
stanja sustava zanemarivanjem onih stanja koja imaju
vrlo malu vjerojatnost dogadanja. Drugo rjesenje svodi
se na cijepanje sustava na dijelove, odnosno podsus-
tave, koji se zatim analiziraju kao zasebne cjeline, od-
nosno sustavi. Nakon izraCunavanja pokazatelja
pouzdanosti podsustava crta se dijagram prostora
stanja cijelog sustava u kojem se svaki podsustav pred-
stavlja kao jedna komponenta. Pritom treba naglasiti
da oba navedena principa spadaju u aproksimativne
metode rjesavanja.
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3. VJEROJATNOSTI STANJA SUSTAVA

3.1. Opéi pojmovi

U prethodnom odjeljku objasnjen je dijagram prostora
stanja sustava koji predstavlja slikovni prikaz stohas-
tickog procesa koji se odvija u sustavu. Pri tome je
spomenuto da svako stanje iz dijagrama prostora
stanja ima pripadajucu vjerojatnost nastupanja, od-
nosno dogadanja. Drugim rije¢ima, za svako stanje sus-
tava postoji odredena vjerojatnost da se sustav zatekne
u njemu. Jedan od temeljnih pokazatelja pouzdanosti
sustava upravo su vjerojatnosti nastupanja pojedinih
stanja sustava. Zbog toga ¢e se u ovom poglavlju prika-
zati metode izracunavanja vjerojatnosti stanja sustava.

S obzirom da ¢e se stohasticki proces unutar sustava,
odnosno stohasticko ponaSanje sustava opisivati
Markovljevim procesom, prije svega je potrebno ob-
jasniti temeljne osobine Markovljeva procesa. Pritom
je potrebno naglasiti da ¢e se opisati samo najnuzniji
pojmovi i osobine Markovljevog procesa koji su
prijeko potrebni za razumijevanje i uporabu istog.

Markovljev proces pripada stohastickim procesima
koji se mogu opisati dvjema sluc¢ajnim veli¢inama. To
su, kako se i ranije moglo naslutiti, stanje sustava i
vrijeme promatranja sustava. Svaka od spomenutih
slucajnih veli¢ina moze biti diskretna ili kontinuirana.
U slucaju Markovljeva procesa radi se o stohastickom
procesu kod kojeg su stanja sustava diskretna, a
vrijeme promatranja kontinuirano.

Opéenito za stohasticke procese vrijedi da vjerojatnost
boravka sustava u danom trenutku u nekom od svojih
stanja ovisi 0 povijesti procesa, odnosno o ponasanju
sustava od pocetka procesa pa do promatranog tre-
nutka.

Jedna od najbitnijih osobina Markovljevog procesa,
koja ga izdvaja od ostalih stohastickih procesa, jest ta
da vjerojatnost boravka sustava X u nekom stanju j u
trenutku 7+ Af ovisi samo o stanju i u kojem je sustav
boravio u trenutku ¢, a ne ovisi o tome u kojim je sta-
njima sustav boravio prije trenutka ¢.

Zbog te osobine Markovljevih procesa od goleme
vaznosti postaje prijelazna vjerojatnost p;. To je vjero-
jatnost da ¢e sustav X koji je u trenutku ¢ boravio u
stanju i, u trenutku ¢#+Af boraviti u stanju j, odnosno
moze se pisati

PX(@ 1) jIX@©) ) py (1
U daljnjem ¢e se radu s Markovljevim procesima sma-
trati da se sve komponente sustava nalaze unutar koris-
nog zivotnog perioda, odnosno unutar faze normalnog
rada. U tom dijelu zivotnog vijeka komponente ucesta-
losti kvara i popravka komponenata su konstantni, od-
nosno vjerojatnosti kvara i popravka komponente
predstavljene su eksponencijalnom razdiobom. To
znaCi da je funkcija gustofe razdiobe vjerojatnosti
kvara komponente

fay e’ )

a funkcija razdiobe vjerojatnosti kvara komponente

o) 1-e! (©)
Ako je komponenta s eksponencijalnom razdiobom
kvara ispravno radila do trenutka ¢, moze se pokazati
da vjerojatnost da ¢e se komponenta pokvariti u
idué¢em intervalu At iznosi

1-1- ¢

o(t) 1-e ' T T 4

Slucajni dogadaj popravka komponente takoder je opi-
san eksponencijalnom razdiobom, pa se odgovarajuce
funkcije popravka komponente dobivaju tako da se u
jednadzbama 2, 3 i4 ucestalost kvara A zamijeni s uces-
talo$¢u popravka L.

Prema tome, odabirom dovoljno malenog intervala A,
visi ¢lanovi reda u jednadzbi 4 mogu se zanemariti, pa
veli¢ina AAf predstavlja vjerojatnost kvara kompo-
nente unutar intervala (¢, +Af) uz uvjet da je do tre-
nutka # komponenta radila ispravno.

Ako sa A; ozna¢imo ucestalost prijelaza iz stanja i u
stanje j, prijelazna vjerojatnost p; moze se pisati kao

PX@e 0 jix@ i 5t p (1) ®)
Vidi se da za sustave Cije komponente imaju kon-
stantne ucestalosti kvara i popravka, uz odabir dovolj-
no malenog intervala Ar dobivamo prijelaznu
vjerojatnost koja ne ovisi o trenutku promatranja ¢
nego samo o duljini vremenskog intervala At.
Markovljevi procesi kod kojih prijelazne vjerojatnosti
ne ovise trenutku promatranja ¢, nego samo o duljini
vremenskog intervala Ar izmedu dvaju trenutaka, nazi-
vaju se homogeni Markovljevi procesi. Ta se homoge-
nost Markovljeva procesa postigla uz pretpostavku
konstantnih ucestalosti kvara i popravka komponenata
i odabir dovoljno malenog intervala At. Stoga to treba
imati na umu, s obzirom da ¢e se u daljnjim razmatra-
njima za opis stohastickih procesa u sustavima koristiti
upravo homogeni Markovljevi procesi.

Postoji jo$ jedna bitna pretpostavka koja ce se
upotrebljavati pri izvodu, odnosno raspisivanju jed-
nadzbi Markovljeva procesa. Ona je ve¢ ranije spomi-
njana, a i u skladu je s prethodnim pretpostavkama. Ta
pretpostavka podrazumijeva da je vremenski interval
At uzet dovoljno malen, odnosno toliko malen da je za
vrijeme njegova trajanja vjerojatnost dogadanja dvaju
ili viSe prijelaza jednaka nuli.

Takva se pretpostavka moze i matematicki opravdati s
obzirom da se za prijelaznu vjerojatnost dogadanja
dvaju prijelaza unutar intervala Ar dobiva umnoZzak
AAtAAt=A*(At)*. Taj umnozak predstavlja infinitezi-
malnu veli¢inu drugog reda koja se moze zanemariti.
Ta pretpostavka ne znaci da se ne moZze zbiti dogadayj
koji za posljedicu ima iskljucenje dvaju ili viSe kompo-
nenata sustava. Drugim rijeima, zanemarivanje
dogadanja dvaju dogadaja unutar intervala Af, nema
nikakve veze s kvarom vise komponenata uslijed jed-
nog dogadaja, odnosno zajednickog uzroka.

355



E. Vilenica: Prorac¢un pokazatelja pouzdanosti tehnickih sustava.. . .

Energija, god. 52 (2003) 5,353 - 362

3.2. Izracunavanje vremenski ovisnih vjerojatnosti
stanja sustava

Za sustav od jedne popravljive komponente dijagram

prostora stanja prikazan je na slici 1. Neka za

spomenuti sustav vrijede sljedeée oznake:

Py(t) — vjerojatnost da je u trenutku # komponenta is-
pravna

P,(t) — vjerojatnost da je u trenutku ¢t komponenta
pokvarena

t —interval vremena dovoljno malen da se unutar njega
ne mogu dogoditi dva ili viSe prijelaza.

Postoje dva moguca nacina da se komponenta u tre-
nutku 7+Ar zatekne u ispravnom stanju. Prvi nacin
pretpostavlja da je u trenutku ¢ komponenta bila is-
pravnaida se tijekom intervala Af nije pokvarila. Drugi
pak nacin pretpostavlja da je u trenutku t komponenta
bila pokvarena i da je zavrSetak njenog popravka nas-
tao unutar intervala At. Dva spomenuta nacina zatje-
canja sustava u ispravnom stanju u trenutku z+Af
predstavljaju dva medusobno iskljuciva dogadaja.

Zbog toga se vjerojatnost zatjecanja sustava u isprav-
nom stanju u trenutku #+A¢ dobiva zbrajanjem vjero-
jatnosti dogadanja dvaju spomenutih nacina, odnosno

[Vjerojatnost boravka komponente u ispravnom stanju
u trenutku r+Af] =

[Vjerojatnost da je komponenta bila ispravna u tre-
nutku ¢ inije se pokvarila unutar intervala At] + [Vjero-
jatnost da je komponenta bila pokvarena u trenutku ¢ i
da je zavrSetak popravka nastao unutar intervala Az]

S obzirom na prikazani dijagram prostora stanja
sustava na slici 1 i uvodenjem pojmova opisanih u pret-
hodnom odjeljku, gore navedena jednadzba moze se
prikazati u sljede¢em matematickom obliku

P 0 POA- 0 POC 1) (62)
Na istom principu moZe se napisati jednadzba za vjero-
jatnost boravka komponente u pokvarenom stanju u
trenutku r+At

P 0 RO0- 0 BOC 1) (6b)
Ako jednadzbe 6 razmatranog sustava od jedne po-
pravljive komponente prikazemo u matri¢noj formi
dobiva se
Pt t Rt ot PORO ()
Koristenjem simbola matri¢ni se izraz moze zapisati
jos§ krace, odnosno

P(t+At)=P(t) x Py(At) (8)
Pri tome P(¢+At) oznacava vektor vremenski ovisnih
vjerojatnosti stanja u trenutku t+Af, a P(¢) oznacava
vektor vremenski ovisnih vjerojatnosti stanja u tre-
nutku ¢. Elementi matrice P(At) predstavljaju vjerojat-
nosti prijelaza sustava iz stanja i u stanje j unutar

intervala ¢. Zbog toga se matrica P;(At) naziva stohas-
ticka matrica prijelaznih vjerojatnosti. Dijagonalni ele-
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menti matrice takoder se nazivaju prijelaznim vjerojat-
nostima iako predstavljaju vjerojatnost ostanka sus-
tava u stanju / unutar intervala ¢. Za stohasticku
matricu prijelaznih vjerojatnosti je karakteristicno da
joj je suma svih elemenata bilo kojeg retka jednaka je-
dan. Drugim rije¢ima, suma svih vjerojatnosti prijelaza
iz nekog stanja sustava, ukljucujuéi i vjerojatnost
ostanka sustava u tom stanju, jednaka je jedan zbog
toga Sto sustav unutar intervala ¢ mora ili napustiti pro-
matrano stanje ili ostati u njemu.

Ako se sa A; oznacCi uCestalost prijelaza iz stanja i u
stanje j, tada se za stohasticku matricu prijelaznih
vjerojatnosti sustava od n stanja opcenito moze pisati
daje

- e - LAt At
j=2
: . n: ’ .
. iAt 1 ’..At MAI
P; (A1) ! ! )
s .
. . . ”-.1 .
LAt /T P 1

j=1
Dijeljenjem jednadzbe 6a sa At i sredivanjem izraza do-
biva se

AEDZRE pw Rw

Neka se uzme da je interval At infinitezimalno mali, od-
nosno neka se pusti da interval Ar—0. Tada grani¢na
vrijednost, odnosno limes lijeve strane jednadzbe postaje
prva derivacija vjerojatnosti stanja 0 u trenutku 7.

P, —P,() dP, ,
i A U

Uzevsi to u obzir sada se moze jednadzba 6a napisati u
sljede¢em obliku

Py(t) - P P (122)
Po istom principu za jednadZbu 6b dobiva se sljedeci
izraz

(10)

P - F@ RO (12b)
Osim stohasti¢ke matrice prijelaznih vjerojatnosti, jav-
lja se jo$ jedna matrica bitna za Markovljeve procese.
Ta se matrica dobiva ispisivanjem diferencijalnih jed-
nadzbi Markovljeva procesa u matricnom obliku.

Ako diferencijalne jednadzbe 12 razmatranog sustava
od jedne popravljive komponente prikazemo u ma-
tri¢noj formi dobiva se

P P Pt) P (13)
KoriStenjem simbola matri¢ni se izraz moZe zapisati
jos krace, odnosno

P'(t)=P(t) X A (14)
Pri tome P'(¢) oznacava vektor prve derivacije vremen-

ski ovisnih vjerojatnosti stanja u trenutku ¢, a P(¢)
oznacava vektor vremenski ovisnih vjerojatnosti stanja
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u trenutku 7. Izvandijagonalni elementi matrice A
predstavljaju ucestalosti prijelaza sustava iz stanja i u
stanje j. Zbog toga se matrica A; naziva matrica ucesta-
losti prijelaza. Dijagonalni element matrice A; u ne-
kom retku predstavlja negativnu sumu svih ucestalosti
prijelaza u tom retku.

Za matricu ucestalosti prijelaza je karakteristi¢no da
joj je suma svih elemenata bilo kojeg retka jednaka
nuli.

Ako se sa A; oznaci uCestalost prijelaza iz stanja i u
stanje j, tada se za matricu ucestalosti prijelaza sustava
od n stanja opéenito moze pisati da je

n

i I n
j=2
)
E; il = ij in (15)
Ji
n—.l
ul i - .
Jj=1

Jednadzbe 12 su linearne diferencijalne jednadzbe s
konstantnim koeficijentima. Postoje brojni nacini po-
mocu kojih se takve jednadzbe mogu rijesiti, ali jedna
od najlaksih i najcesée koriStenih metoda je Laplace-
ova transformacija.

U svakom slucaju za vremenski ovisne vjerojatnosti
stanja sustava dobivaju se sljedeci izrazi

-(+

Py —— F(0) A(0) Fy(0)- F(0) (16a)

-(+ )

A@) — F(0) R(0) £(0)- F,(0) (16b)
Pri tom P,(0) i P,(0) oznacavaju pocetne vjerojatnosti
stanja, odnosno vjerojatnosti stanja u trenutku £=0.

3.3. Izracunavanje stacionarnih vjerojatnosti
stanja sustava

U prethodnom odjeljku izracunate su vremenski
ovisne vjerojatnosti stanja sustava. MoZe se primijetiti
da su vremenski ovisne vjerojatnosti stanja sacinjene
od konstantnog (vremenski neovisnog) ¢lana i vremen-
ski ovisnog ¢lana. Vremenski ovisni ¢lan je eksponenci-
jalna funkcija vremena i njegova vrijednost opada s
porastom vremena. Drugim rije¢ima, vremenski ovisni
¢lan i§¢ezava kada vrijeme ¢ teZi u beskonac¢nost. Zbog
toga vjerojatnost stanja s porastom vremena ¢ teZi kon-
stantnoj vrijednosti. Grani¢na vrijednost, odnosno
limes vjerojatnosti stanja kada vrijeme tezi u
beskonacnost, naziva se stacionarna vjerojatnost
stanja. Ili drugacije receno, stacionarna vjerojatnost
stanja je vjerojatnost stanja u trenutku #=oc<. Opcéenito
vrijedi da vrijednosti stacionarnih vjerojatnosti stanja

sustava ne ovise o pocetnim uvjetima procesa, odnosno
ovjerojatnostima stanja sustava u pocetnom trenutku.

Velika veéina procesa, kao $to su procesi u elektro-
energetskim sustavima, odvijaju se ,,dovoljno dugo”
tako da vremenski ovisna vjerojatnost stanja za ,,rela-
tivno kratko vrijeme” doseze takvu vrijednost da
razlika izmedu nje i vrijednosti stacionarne vjerojat-
nosti stanja postaje prakticno zanemariva. Prema
tome, ako se izuzme kratak pocetni period trajanja
prijelaznih pojava, tada se moze u gotovo cijelom vre-
menskom podrucju promatranja sustava vremenski
ovisna vjerojatnost stanja gotovo potpuno to¢no ap-
roksimirati vrijedno$¢u stacionarne vjerojatnosti
stanja. Opcenito je duljina trajanja pocetnog perioda
prijelaznih pojava kraca za vece vrijednosti intenziteta
prijelaza.
Za ergodicne sustave s konac¢nim ucestalostima prije-
laza stacionarne vjerojatnosti svih stanja su razlicite od
nule.
Sustav je ergodican ukoliko postoje takvi prijelazi iz-
medu pojedinih stanja sustava koji omogucavaju da
sustav iz svakog svog stanja moze doc¢i u svako od
preostalih stanja sustava, bilo direktnim prijelazom,
bilo indirektno, odnosno prijelazima preko drugih
stanja. Ergodi¢nost sustava se moze definirati i kao
karakteristika sustava da unutar njegova dijagrama
prostora stanja ne postoji stanje ili skup stanja koji se
ne mogu napustiti nakon $to sustav u njih dospije.
Takvo stanje sustava, koje se ne moZe napustiti naziva
se apsorpcijsko stanje. MoZe se reci i obratno, da
nakon ulaska u apsorpcijsko stanje sustav u njemu
ostaje boraviti cijelo vrijeme.
Postoji viSe metoda izracunavanja stacionarnih vjero-
jatnosti stanja. Jedna je od njih ta da se prvo izracunaju
vremenski ovisne vjerojatnosti stanja, a zatim se trazi
grani¢na vrijednost, odnosno limes tih vjerojatnosti
kada vrijeme ¢ tezi u beskonacnost.
Druga, jo$ jednostavnija metoda izracunavanja sta-
cionarnih vjerojatnosti stanja zasniva se na uporabi
matrice ucestalosti prijelaza, odnosno jednadzbe 14.
Za izraCunavanje stacionarnih vjerojatnosti stanja sus-
tava na ovaj nacin nije potrebno prethodno izracuna-
vanje vremenski ovisnih vjerojatnosti stanja. Ako se
pusti da vrijeme ¢ tezi u beskonac¢nost tada vremenski
ovisne vjerojatnosti stanja asimptotski teZze konstant-
nim vrijednostima, odnosno stacionarnim vjerojat-
nostima stanja. Zbog toga prve derivacije vremenski
ovisnih vjerojatnosti stanja teze nuli. Primjenom tog
zakljucka na jednadzbu 14 dobiva se sljedeci izraz
0=PxA; (17)
Stacionarne vjerojatnosti stanja sustava mogu se dobiti
i sljedeéim razmatranjem. S obzirom da stacionarne
vjerojatnosti stanja sustava imaju konstantne vrijed-
nosti, one ne ovise o promjeni vremena ¢. To znaci da
vektor stacionarnih vjerojatnosti stanja ostaje nepro-
mijenjen kada se mnozi sa stohastickom matricom
prijelaznih vjerojatnosti. Ako se s P oznaci vektor sta-
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cionarnih vjerojatnosti stanja sustava, tada se jed-
nadzba 8 moze napisati kao

P =P xPyAtr) (18)
Raspisivanjem jednadzbi 18 u eksplicitnom obliku, i
njihovim sredivanjem dobivaju se jednadzbe 17, pa se

prema tome spomenuto razmatranje opet svodi na pret-
hodnu metodu.

Prema tome, koriStenjem matrice ucestalosti prijelaza
direktno se dobiva sustav jednadZzbi za izraCunavanje
stacionarnih vjerojatnosti stanja. Sustav jednadZzbi 17
predstavlja sustav od n linearnih jednadzbi s n
nepoznanica. Medutim, svih n jednadzbi nije medu-
sobno linearno nevisno, nego je samo n-/ jednadzba
linearno nevisna. Drugim rije¢ima, nedostaje jedna
jednadzba da bi se izracunale stacionarne vjerojatnosti
stanja.

S obzirom da se sustav u svakom trenutku mora nala-
ziti u jednom od svojih stanja slijedi da u svakom tre-
nutku, pa i u trenutku t=e<, zbroj vjerojatnosti svih
stanja sustava mora biti jednak jedan. To znaci da za
sustav od n stanja, za bilo koji odabrani trenutak ¢,
vrijedi da je

P 1 (19)
1
Ako se za trenutak promatranja uzme t=e<, vjerojat-
nosti stanja su stacionarne, pa slijedi da zbroj stacio-
narnih vjerojatnosti svih stanja mora biti jednak
jedinici. Prema tome, opcenito se za sustav od n stanja
moZze pisati da je

P 1

1

i

(20)
il

Ta je jednadzba linearno neovisna sa svim ostalim jed-
nadzbama. Zbog toga treba bilo koju jednadzbu sus-
tava 17 zamijeniti s jednadzbom koja izrazava da je
zbroj stacionarnih vjerojatnosti svih stanja jednak je-
dan. Drugim rijec¢ima, bilo koji stupac matrice prije-
laznih intenziteta treba zamijeniti s jedini¢nim
stupcem, odnosno stupcem u kojemu svi elementi
imaju vrijednost jedan, a nulu njemu odgovarajuceg
stupca u vektoru s lijeve strane treba takoder zamijeniti
s jedinicom. Ubacivanjem spomenute jednadzbe
umjesto bilo koje od n linearnih jednadzbi iz sustava
17, dobiva se sustav od n linearno neovisnih jednadzbi s
n nepoznanica, ¢ije se rjeSavanje moze provesti jednom
od mnogobrojnih matematickih metoda.

Bez obzira na metodu rjeSavanja, za stacionarne vjero-
jatnosti stanja sustava od jedne popravljive kompo-
nente dobiva se

Py B() ItimPo(t) - (21a)

P P() limP@) —— (21b)

Spomenuto je da ¢e se pri opisu Markovljeva procesa
razmatrati sustavi ¢ije komponente imaju konstantne

ucestalosti prijelaza. Drugim rijec¢ima, za sve kompo-
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nente sustava vrijede eksponencijalne razdiobe kvara i
popravka. Moze se pokazati da je za komponentu s ek-
sponencijalnom razdiobom kvara oc¢ekivano, odnosno
srednje vrijeme do kvara komponente inverzna vrijed-
nost ucestalosti kvara.

ET) tf(tdt te 'dt 1/

0

(22)

Isto tako vrijedi da komponenta s eksponencijalnom
razdiobom popravka ima ocekivano, odnosno srednje
vrijeme do popravka jednako inverznoj vrijednosti
ucestalosti popravka. Ako s MTTF i m oznacimo
srednje vrijeme do kvara, a sa MTTR ir srednje vrijeme
do popravka komponente, za komponente sustava
slijedi da je

MTTF =m = 1/A (23a)

MTTIR =r=1/u (23b)
Supstitucijom jednadzbi 23 u jednadzbe 21 za stacio-
narne vjerojatnosti stanja sustava od jedne popravljive
komponente dobiva se da je

m

P, = (24a)
r

L — (24b)

Vidi se, a to vrijedi i opéenito da stacionarna vjerojat-
nost stanja predstavlja omjer srednjeg vremena bo-
ravka u doticnom stanju i zbroja srednjeg vremena
boravka u doti¢nom stanju i srednjeg vremena boravka
izvan njega.

U slucaju sustava od jedne popravljive komponente,
srednje vrijeme do kvara komponente predstavlja i
srednje vrijeme boravka sustava u ispravnom stanju, a
srednje vrijeme do popravka komponente ujedno je i
srednje vrijeme boravka sustava u stanju kvara. Zbog
toga su stacionarne vjerojatnosti stanja sustava od
jedne popravljive komponente izrazene pomocu
srednjih vremena do kvara i popravka komponente.
Medutim, opéenito ne vrijedi da je srednje vrijeme bo-
ravka sustava u nekom od svojih stanja jednako sred-
njem vremenu do kvara ili do popravka komponente.
Racunanje srednjih vremena boravka u stanjima sus-
tava detaljnije ¢e biti opisano u kasnijim odjeljcima.
Opcenito se moze reci da je pouzdanost komponente
(ili sustava) matematicka vjerojatnost da ¢e kompo-
nenta (ili sustav) zadovoljavajuée, odnosno ispravno
raditi tijekom predvidenog vremenskog razdoblja uz
definirane radne uvijete. Jednostavnije receno,
pouzdanost komponente (ili sustava) je vjerojatnost is-
pravnog rada komponente (ili sustava) tijekom vre-
mena ¢ uz uvjet da je komponenta (ili sustav) u
trenutku #=0 zapocela rad u ispravnom stanju.

Za razliku od pouzdanosti, raspolozivost komponente
(ili sustava) predstavlja vjerojatnost ispravnog rada
komponente (ili sustava) u trenutku ¢, odnosno to je
vremenski ovisna vjerojatnost stanja ispravnog rada
komponente (ili sustava). Opéenito se moze kazati da
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raspolozivost predstavlja matematicku vjerojatnost da
¢e komponenata (ili sustav) zadovoljavajuce, odnosno
ispravno raditi u trenutku promatranja ¢.

Granicna vrijednost raspoloZivosti kada vrijeme ¢ teZi u
beskonacnost naziva se stacionarna ili grani¢na ra-
spoloZivost.

Dakle, ocita je razlika izmedu pojmova pouzdanosti i
raspolozivosti. Raspolozivost predstavlja vjerojatnost
ispravnog rada u promatranom trenutku ¢, dok
pouzdanost predstavlja vjerojatnost ispravnog rada
tijekom vremenskog intervala .

Slicna se pojmovna veza moze povuci izmedu

nepouzdanosti i neraspolozivosti.

3.4. Numericka metoda izracunavanja vremenski
ovisnih vjerojatnosti stanja

Ova metoda sluZi za izraCunavanje vremenski ovisnih
vjerojatnosti stanja, a temelji se na primjeni jednadzbe
8. Princip izrade stohasticke matrice prijelaznih vjero-
jatnosti prikazan je izrazom 9.

Pri tom se za veli¢inu intervala vremena Af treba iza-
brati takva vrijednost da je vjerojatnost dogadanja
dvaju ili viSe prijelaza izmedu stanja sustava tijekom
vremenskog intervala At zanemariva. Naravno da izbor
vrijednosti A¢ zahtijeva temeljito poznavanje sustava
koji se analizira, odnosno poznavanje ucestalosti prije-
laza u njemu. Zbog toga je i logi¢no da nema nekih
op¢ih pravila pri izboru vrijednosti At, a koja su prim-
jenjiva na sve sustave.

Nakon §to se u stohasti¢ku matricu prijelaznih vjerojat-
nosti uvrste numericke vrijednosti intervala vremena
At i ucestalosti prijelaza, vremenski ovisne vjerojat-
nosti stanja u trenutku # dobiju se mnoZenjem vektora
vjerojatnosti stanja u trenutku /=0 sa stohastickom
matricom prijelaznih vjerojatnosti dignutom na n-tu
potenciju, gdje n predstavlja viSekratnik intervala vre-
mena Af u promatranom vremenu ¢, odnosno n=At/t.
Dakle, vremenski ovisne vjerojatnosti stanja sustava u
trenutku ¢ dobivaju se upotrebom jednadzbe

P 1) P(t) P;( 1) PO) P'( 1)
edje je n=At/t.

(25)

S obzirom da za proracun vremenski ovisnih vjerojat-
nosti matricu prijelaznih vjerojatnosti treba samu sa
sobom pomnoZiti n puta, slijedi da broj matematickih
operacija postaje to veci $to je izabrana vrijednost
intervala Af manja u odnosu na period ¢ u kojem se pro-
matra sustav. Medutim, za manju vrijednost intervala
At to¢nost dobivenih rezultata je veca.

Ako se za odredeni razmatrani sustav pojavi nesigur-
nost pri izboru vrijednosti Af, preporuca se napraviti
prvu procjenu Af i izraunati vremenski ovisne vjero-
jatnosti stanja za tu odabranu vrijednost Af. Zatim se
uzima manja vrijednost At i vr$i se novi proracun vre-
menski ovisnih vjerojatnosti stanja sustava. Nakon

toga obavlja se usporedba vremenski ovisnih vjerojat-
nosti stanja dobivenih prvom i drugom procjenom.
Ukoliko su odstupanja izmedu dobivenih rezultata
unutar zadovoljavajuée tolerancije, vrijednost inter-
vala ¢ je pravilno izabrana i proces se prekida, a rezul-
tati dobiveni drugom procjenom, odnosno onom sa
smanjenom vrijedno$¢u intervala Ar uzimaju se kao
konacni rezultati.

Ako su odstupanja izmedu prve i druge procjene vrijed-
nosti intervala Af veca od zadovoljavajuée tolerancije
obavlja se tre¢a procjena intervala At i to na taj nacin da
se za vrijednost At izabere jo§ manja vrijednost od pret-
hodne druge procjene. Zatim se usporeduju rezultati
dobiveni drugom i tre€om procjenom intervala Az. Pos-
tupak je iterativan i nastavlja se smanjivanjem vrijed-
nosti At sve dok odstupanja rezultata dobivenih za
dvije susjedne procjene intervala ne budu unutar zado-
voljavajuce tolerancije. S obzirom da su rezultati
tocniji $to je izabrani interval Af manji, uvijek se nakon
zavrSetka iteracije kao konac¢ni rezultati uzimaju oni
dobiveni s najmanjom vrijednoSc¢u intervala At.

Svaka iduca procjena intervala Af mora biti znacajno
smanjena u odnosu na prethodnu kako bi se osjetila
eventualna odstupanja vremenski ovisnih vjerojatnosti
zbog prevelike vrijednosti At. Naravno da je za oceki-
vati ako se vrijednost At beznacajno smanji da ¢e i od-
stupanja izmedu rezultata biti malena. Isto tako bitno
je napomenuti da izbor veli¢ine odstupanja, odnosno
zadovoljavajuce tolerancije, nakon koje se prekida ite-
rativni postupak ovisi o Zeljenoj preciznosti koja se
namjerava postici.

S obzirom da velik broj matematic¢kih operacija za
danasnja rac¢unala ne predstavlja osobit problem, ova
je metoda postala izrazito brza i mnogo jednostavnija
nego metoda rjeSavanja diferencijalnih jednadzbi
Laplaceovom transformacijom, posebice za sloZenije
sustave. Prema tome, koriStenjem ove metode i digital-
nog racunala, uz razuman izbor vrijednosti intervala
At, dobivaju se rezultati sa savrSeno prihvatljivom pre-
ciznoS¢u za sve prakti¢ne primjene.

3.5. Proracun pouzdanosti sustava s popravljivim
komponentama

Kao §to je veé receno, pouzdanost sustava predstavlja
vjerojatnost boravka sustava u stanjima ispravnog rada
sustava tijekom cijelog vremenskog intervala t. Drugim
rije¢ima, pouzdanost sustava je vjerojatnost da sustav
nece udi u niti jedno stanje kvara sustava tijekom vre-
menskog intervala t. Za razliku od pouzdanosti sus-
tava, zbroj vremenski ovisnih vjerojatnosti stanja
ispravnog rada sustava predstavlja vjerojatnost isprav-
nog rada sustava u trenutku ¢. Zbog toga se vremenski
ovisne vjerojatnosti stanja sustava ne mogu iskoristiti
za proracun pouzdanosti sustava.

Da bi se izracunala pouzdanost sustava postojeci sus-
tav je potrebno modificirati na taj nacin da se stohas-
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tiCki proces u sustavu prekine, odnosno zaustavi u
trenutku ulaska sustava u bilo koje njegovo stanje
kvara. To se postize tako da se iz sustava odstrane svi
prijelazi koji vode iz stanja kvara sustava, odnosno da
se ucestalosti tih prijelaza izjednace s nulom. Na taj je
nacin postignuto da su stanja kvara sustava postala ap-
sorpcijska stanja sustava. Prema tome, nakon §to sus-
tav ude u bilo koje stanje kvara sustava, ne moze vise
izadi iz njega i stohastiCki proces u sustavu se zaustav-
lja. Zbroj vremenski ovisnih vjerojatnosti stanja isprav-
nog rada tako modificiranog sustava predstavlja
pouzdanost sustava.

Vremenski ovisne vjerojatnosti stanja tako modificira-
nog sustava racunaju se koriStenjem jednadzbe 14, s
tim da se matrica ucestalosti prijelaza mora modifici-
rati u skladu s gore navedenim. To znaci da se u matrici
ucestalosti prijelaza redak svakog stanja kvara sustava
mora zamijeniti nul-retkom, odnosno retkom ¢iji su svi
elementi nule.

Vrlo je tesko izvesti opée jednadzbe pouzdanosti za
sloZenije sustave koji sadrze popravljive komponente.
Tada se pouzdanosti mogu dobiti rjeSavanjem diferen-
cijalnih jednadzbi s numerickim vrijednostima ili ko-
riStenjem metode mnoZenja matrice prijelaznih
vjerojatnosti kako je opisano u prethodnom odjeljku.
Prilikom koriStenja metode mnoZenja matrice prije-
laznih vjerojatnosti zbog gore navedenih razloga ma-
tricu prijelaznih vjerojatnosti treba modificirati
odbacivanjem ucestalosti prijelaza iz stanja kvara sus-
tava ¢ime se postize da stanja kvara sustava postaju ap-
sorpcijska stanja sustava. Drugim rije¢ima, u matrici
prijelaznih vjerojatnosti redak svakog stanja kvara sus-
tava mora se zamijeniti odgovarajuéim retkom jedi-
ni¢ne matrice, ¢iji je dijagonalni element iznosi jedan, a
svi ostali elementi jednaki su nuli. Nakon toga, uz o-
dabir odgovarajuceg vremenskog intervala At, vremen-
ski ovisne vjerojatnosti ispravnih stanja sustava
racunaju se po principu prikazanom u prethodnom od-
jeljku. Zbroj tako dobivenih vremenski ovisnih vjero-
jatnosti stanja predstavlja pouzdanost sustava.
Metode opisane u ovom odjeljku ne moraju se ogra-
niciti samo na proracun pouzdanosti sustava. Umjesto
stanja ispravnog rada sustava moZe se izabrati bilo koji
skup stanja sustava. Tada se primjenom opisane me-
tode dobiva vjerojatnost boravka sustava unutar iza-
branog skupa stanja tijekom cijelog vremena t.
Jednostavnije receno, dobiva se vjerojatnost da sustav
nije napustio izabrani skup stanja tijekom vremena .

4. SREDNJA VREMENA BORAVKA I
UCESTALOSTI NASTUPANJA STANJA SUSTAVA

4.1. Uvod

Poznavanje vjerojatnosti stanja sustava nije dovoljno
da bi se u potpunosti shvatilo, odnosno prikazalo
ponasanje sustava. Za sustav od jedne popravljive
komponente koji ima ucestalost kvara 2\ i ucestalost
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popravka 2u, dobivamo jednake stacionarne
vjerojatnosti stanja kao i kod sustava sa slike 1. Medu-
tim, sustav s dva puta veéim ucestalostima prijelaza se
dva puta Cesce (brze) kvari, ali i dva puta cesce (brze)
popravlja, $to ima golem utjecaj na poimanje nacina
rada i ekonomic¢nost sustava.

Prema tome, za potpuno razumijevanje ponasanja sus-
tava potrebno je proracunati dodatne pokazatelje
pouzdanosti sustava. Dodatni su pokazatelji
pouzdanosti sustava ucestalosti nastupanja pojedinih
stanja sustava i srednja vremena boravka u stanjima
sustava.

4.2. Srednja vremena boravka u stanjima sustava

Srednje vrijeme do kvara sustava (MTTF) predstavlja
srednje, odnosno ocekivano vrijeme boravka sustava u
stanjima ispravnog rada prije nego Sto prijede u neko
od stanja kvara sustava. S obzirom da je pouzdanost
vjerojatnost da ¢e sustav tijekom cijelog intervala vre-
mena ¢ boraviti u stanjima ispravnog rada, srednje
vrijeme do kvara sustava (M7TTF) je dakle oc¢ekivana
vrijednost upravo tog vremenskog intervala .

Prema tome, jedan od nacina izracunavanja srednjeg
vremena do kvara je racunanje ocekivane vrijednosti
funkcije pouzdanosti sustava. Ako se s R(t) oznaci
funkcija pouzdanosti sustava tada se srednje vrijeme
do kvara sustava moze dobiti integriranjem, odnosno
MTTF  R(t)dt

0

(26)

Za upotrebu jednadzbe 26 potrebno je poznavati opci
izraz za pouzdanost sustava R(t). Op¢i izraz za
pouzdanost sustava dobiva se rjeSavanjem diferencijal-
nih jednadzbi kako je opisano u prethodnom poglavlju.
Medutim, dobivanje opcih izraza vremenski ovisnih
vjerojatnosti stanja putem rjesavanja diferencijalnih
jednadzbi vrlo je tesko za sloZenije sustave.

Zbog toga se za izraCunavanje srednjeg vremena do
kvara ¢eSce upotrebljava druga metoda koja se temelji
na modificiranju matrice ucestalosti prijelaza. Matricu
ucestalosti prijelaza treba modificirati na taj nacin da
se iz nje odstrane svi redci i stupci koji pripadaju sta-
njima kvara sustava. Ako se s A'; oznaci tako modifici-
rana matrica ucestalosti prijelaza tada se temeljna
matrica M dobiva kao
-1

M -1 (27)

y
Element m; matrice M predstavlja srednje vrijeme
provedeno u stanju j, uz uvjet da je proces zapoceo u
stanju i, prije nego $to je dospio u stanje kvara. Ako je
sustav u trenutku =0 zapoceo s radom u stanju i,
srednje vrijeme boravka sustava u ispravnim stanjima,
odnosno srednje vrijeme do kvara sustava dobiva se
zbrojem svih elemenata i-tog retka.

Medutim, opisana metoda ne mora se ograniciti samo
na proracun srednjeg vremena do kvara sustava.
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Umjesto stanja ispravnog rada sustava moze se izabrati
bilo koji skup stanja sustava. Tada se primjenom opi-
sane metode dobiva srednje, odnosno ocekivano
vrijeme boravka sustava unutar izabranog skupa
stanja. Jednostavnije receno, dobiva se srednje vrijeme
unutar kojeg sustav nece napustiti izabrani skup stanja.
Po istom principu, srednje vrijeme boravka u nekom
stanju sustava dobiva se tako da sva ostala stanja sus-
tava smatramo apsorpcijskim stanjima. Ako se trazi
srednje vrijeme boravka u i-tom stanju sustava tada
nakon reduciranja matrice A; u njoj ostaje samo dija-
gonalni element i-tog retka. Zbog toga slijedi da je
srednje vrijeme boravka sustava u i-tom stanju sustava
1
(28)

n

mi mii
jr !
]t
Drugim rijecima, srednje vrijeme boravka sustava u ne-
kom stanju jednako je inverznoj vrijednosti zbroja svih
ucestalosti prijelaza napustanja toga stanja.

4.3. Ucestalost nastupanja stanja sustava

Zbroj srednjeg vremena boravka unutar nekog skupa
stanja i srednjeg vremena boravka izvan tog skupa
stanja predstavlja period, odnosno ciklus tog skupa
stanja. Prema tome, period pojavljivanja nekog skupa
stanja predstavlja srednje vrijeme izmedu dva
uzastopna ulaska u razmatrani skup stanja, odnosno
srednje vrijeme izmedu dva uzastopna napustanja raz-
matranog skupa stanja.

1z jednadzbi 24 za sustav od jedne popravljive kompo-
nente vidljivo je da stacionarne vjerojatnosti stanja
predstavljaju omjer srednjeg vremena boravka u tom
stanju i perioda tog stanja. Opcenito vrijedi da je sta-
cionarna vjerojatnost boravka sustava u nekom skupu
stanja jednaka omjeru srednjeg vremena boravka sus-
tava u tom skupu stanja i perioda tog skupa stanja. Ako
se s P(§) oznaci stacionarna vjerojatnost skupa stanja S,
s m(S) srednje vrijeme boravka sustava u skupu stanja §
is T(S) period skupa stanja S, moze se pisati da je
m(S)

T(S)

Vidljivo je da se sva razmatranja u ovom odjeljku vezu
uz stacionarne vjerojatnosti stanja, odnosno uz sta-
cionarno podruéje Markovljeva procesa. U slucaju
neergodi¢nih sustava, odnosno sustava s apsorpcijskim
stanjima, znamo da su stacionarne vjerojatnosti neap-
sorpcijskih stanja jednake nuli, pa navedena razma-
tranja nemaju znacajnije primjene. Zbog toga ¢e se i u
daljnjem tekstu podrazumijevati da se radi o ergo-
dicnim  sustavima u  stacionarnom  podrucju
Markovljeva procesa.

S obzirom da period skupa stanja predstavlja srednje
vrijeme izmedu dva uzastopna ulaska u taj skup stanja,
odnosno srednje vrijeme izmedu dva uzastopna
napustanja tog skupa stanja, moze se definirati ucesta-

P(S) (29)

lost (frekvencija) nastupanja tog skupa stanja kao reci-
pro¢na vrijednost spomenutog perioda. Ako se s 7(S)
oznaci period skupa stanja S, a s f(S) ucestalost nastu-
panja skupa stanja S, tada vrijedi da je

T(S)=1/f(S) (30)

Treba napomenuti da samo kod ergodi¢nih sustava u
stacionarnom podrucju Markovljeva procesa vrijedi da
je ucestalost ulaska u bilo koji skup stanja sustava jed-
naka ucestalosti izlaska iz tog skupa stanja. Zbog toga
se u daljnjem tekstu nece praviti razlika medu tim uces-
talostima nego Ce ih se zajednickim imenom nazivati —
ucestalost nastupanja skupa stanja sustava.

Supstitucijom jednadzbe 30 u jednadzbu 29 dobiva se
jednadzba koja povezuje stacionarnu vjerojatnost,
srednje vrijeme boravka, period i ucestalost nastu-
panja, odnosno

m(s)
) ") )

Medutim, ucestalost nastupanja pojedinog stanja sus-
tava moze se izracunati i na drugi nacin, kao umnozak
stacionarne vjerojatnosti stanja sustava i zbroja svih
ucestalosti prijelaza napuStanja tog stanja. Prema
tome, za ucestalost nastupanja i-tog stanja sustava
moze se pisati da je

n n

ﬁ le [’1 ij
J1 j1
Jji Jji

P(S) (31)

(32)

Jednadzba 32 predstavlja ucestalost napustan]a i- tog
stanja sustava. Ako se jednadzbe 17 za izraCunavanje
stacionarnih vjerojatnosti stanja raspisu u eksplicitnom
obliku pokazuje se da vrijedi

n n

iji Pz ij fz
j1
IR

(33)
it
J 1
Drugim rije¢ima, u stacionarnom podrucju
Markovljeva procesa ergodi¢nih sustava vrijedi da je
ucestalost napuStanja i-tog stanja sustava jednaka
zbroju ucestalosti ulaska iz svih ostalih stanja sustava u
i-to stanje.

Opcenito, ako sa § ozna¢imo skup stanja sustava, tada
se za ucestalost nastupanja promatranog skupa stanja
sustava moze pisati da je

S P " P. )
ORI A

(34)

Supstitucijom jednadZbe 32 u jednadZbu 31 dobiva se
srednje vrijeme boravka u i-tom stanju sustava, od-
nosno
P 1
m,; T n
./

it
Jji
Dobiveni je izraz jednak jednadzbi 28 do koje se doslo
primjenom modificirane matrice ucestalosti prijelaza

(35)

i
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kako je opisano u odjeljku 4.2. UvrStavanjem jed-
nadzbe 34 u jednadzbu 31 dobiva se srednje vrijeme
boravka sustava unutar skupa stanja S, odnosno

PS) 1

m(S) m B (36)

iS v

js

Prema tome, srednje vrijeme boravka sustava u skupu
stanja S, jednako je reciproc¢noj vrijednosti zbroja uces-
talosti prijelaza napustanja skupa stanja.

5. ZAKLJUCAK

Markovljeve metode proracunavanja imaju znacajnu
ulogu u prorac¢unu pouzdanosti sustava. U slucaju kon-
tinuiranih procesa vremenski ovisne vjerojatnosti
stanja sustava opisane su skupom diferencijalnih jed-
nadzbi §to predstavlja znacajnu poteskocu kod prim-
jene na sloZzene sustave. KoriStenjem stohasticke
matrice prijelaznih vjerojatnosti i digitalnog racunala
moze se znacajno olakSati racunanje ne samo stacio-
narnih nego i vremenski ovisnih vjerojatnosti. Uvode-
njem pojmova ucestalosti i srednjeg vremena boravka
opisanih dodatno se obogacuje proracun i prikaz poka-
zatelja pouzdanosti sustava. Time je omoguceno, sa
stajaliSta pouzdanosti, potpunije shva¢anje samog sus-
tava, odnosno bolja ocjena njegovih osobina.
Markovljev proces se zasniva na konstantnim ucesta-
lostima prijelaza i zbog toga je primjenjiv samo na sus-
tave koji sadrzavaju iskljuivo komponente s
eksponencijalnim razdiobama kvara 1 popravka.
Prema tome, opisane metode ne mogu se koristiti za
proracun vremenski ovisnih vjerojatnosti, ukoliko za
komponente sustava ne vrijede eksponencijalne
razdiobe kvara i popravka.
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RELIABILITY PARAMETER CALCULATION OF
TECHNICAL SYSTEMS USING MARKOVLJEV’S
PROCESS

Markovljev's process method is suitable for calculation of
technical systems' reliability parameters. Reliability parame-
ters of technical systems are probability states in which the
systems can be found, mean time of their duration and their
frequency. In the paper basic methods and procedures of
calculating reliability parameters of technical systems using
Markovljev’s process are evaluated.

DIE BERECHNUNG VON VERHALTNISSZAHLEN DER
ZUVERLASSIGKEIT TECHNISCHER SYSTEME DURCH
ANWENDUNG DES MARKOV-SCHEN PROZESSES

Die Methoden des Markov-schen Prozesses werden flr die
Berechnung von Verhaltnisszahlen der Zuverlassigkeit
technischer Systeme verwendet. Die Verhaltnisszahlen der
Zuverlassigkeit technischer Systeme sind Wahrschein-
lichkeiten der Zustande welche ein System einnehmen
kann, mittlere Dauer des Verweilens der Systeme in diesen
Zustdnden und die Haufigkeit des Vorkomens dieser
Zustdnde. Im Artikel werden Grundmethoden  und
Berechningsverfahren von Verhéltnisszahlen der Zuverlas-
sigkeit technischer Systeme mittels Methoden des Markov-
schen Prozesses erlautert.
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