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U ~lanku se prezentira matemati~ki model za odre|ivanje optimalne veli~ine i lokacije kompenzacijskih ure|aja s aspekta na-
ponskih prilika, gubitaka radne snage i blizine sloma napona u elektroenergetskom sustavu. Na temelju sva tri promatranja
kriterija formira se jedna objektna funkcija ~ije rje{enje daje optimum, odnosno najpovoljnije lokacije i veli~ine kompenza-
cijskih ure|aja radi zadovoljenja naponskih prilika, smanjenja gubitaka radne snage i izbjegavanja sloma napona.

Klju~ne rije~i: matemati~ki model, kompenzacijski ure|aj,
naponske prilike, gubici radne snage, blizina
sloma napona.

1. UVOD

Osnovni zadatak elektroenergetskog sustava je da svo-
jim korisnicima osigura kvalitetnu elektri~nu energiju,
odnosno konstantnost frekvencije i napona unutar
dopu{tenih granica u svim ~vori{tima mre`e, uz
odr`anje zahtijevane sigurnosti i raspolo`ivosti, pri
~emu je navedene zadatke potrebno realizirati uz {to
manje tro{kove. Stoga se kod planiranja izgradnje i
kori{tenja prijenosne mre`e ~esto susre}e problem
odre|ivanja najpovoljnije lokacije i snage kompenza-
cijskih ure|aja. Priklju~kom kompenzacijskih ure|aja
na mre`u utje~e se na profil napona u mre`i, a time i na
tokove jalovih snaga, ~ime se tako|er mo`e utjecati i na
promjenu gubitaka radne snage u sustavu.
Problem kompenzacije jalove snage u mre`i tako do-
biva dvije dimenzije: zadovoljenje naponskih prilika i
minimiziranje gubitaka radne snage. Doda li se tome i
problem odre|ivanja najkriti~nijih ~vori{ta s aspketa
kolapsa napona, vidimo da problem postaje dosta
slo`en. Prilikom odre|ivanja optimalne lokacije i
veli~ine kompenzacijskog ure|aja potrebno je
tako|er voditi ra~una o ograni~enjima koja proistje~u
iz pogonskih zahtjeva i ustrojstva sustava. Stoga se
javila potreba za razvijanjem matemati~kog modela
kojim bi se obuhvatili svi navedeni problemi i
ograni~enja, te definirala metoda koja bi se mogla
koristiti u budu}nosti u praksi pri rje{avanju razma-
tranog problema. Ta metoda bi, uz potpune ulazne
podatke, dala nedvosmisleno rje{enje o lokaciji i
veli~ini kompenzacijskog ure|aja u sustavu. U ovom
radu opisana je metoda �1� po kojoj se odre|uje
najpovoljnija lokacija kompenzacijskog ure|aja s as-
pekta zadovoljenja naponskih prilika, minimiziranja
gubitaka radne snage, te s aspekta najkriti~nijeg

~vori{ta za kolaps napona. Pridodavanjem te`inskih
faktora za svaki pojedini kriterij odre|uje se najpo-
voljnija lokacija istodobno za sva tri uvjeta.

2. MATEMATI^KI MODEL

2.1. Odre|ivanje najpovoljnije lokacije i veli~ine
kompenzacijskih ure|aja s aspekta zadovoljenja
naponskih prilika

Princip po kojem se odre|uje najpovoljnija lokacije je
najve}i odziv (promjena) napona na male jedini~ne
vrijednosti injektiranih reaktivnih snaga. U najpovoljniji
~vor se zatim priklju~uju standardne nazivne vrijednosti
kompenzacijskih ure|aja, sve dok se ne zadovolje napon-
ske prilike. Pri tom se vodi ra~una o postavljenim
ograni~enjima s aspekta dopu{tenih naponskih granica
(relacije 1 i 2), te dopu{tene promjene iznosa (modula)
napona pri uklju~ivanju kompenzacijskog ure|aja (3).

Vj 
 Vmax j (1)

Vj � min j (2)

� �V v Vj j� (3)

gdje su:
V j – modul napona u ~voru ; j = 1, 2, ..., N.; j � r,
N – ukupni broj ~vorova,
r – ~vor u kojem se nalazi regulacijska

elektrana,
Vmax – maksimalni dopu{teni iznos napona,
Vmin – minimalni dopu{teni iznos napona,

V – porast modula napona u ~voru u odnosu

na po~etnu vrijednost prilikom uklju~enja
kompenzacijskog ure|aja,


v – dozvoljeni relativni skok modula
napona, na pr. 0.05 (5%).
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Ukoliko se neko od navedenih ograni~enja ne mo`e za-
dovoljiti u promatranom ~voru, prelazi se na sljede}i
~vor s najve}im prosje~nim koeficijentom naponske os-
jetljivosti. Postupak se ponavlja sve dok se ne zadovolje
sva ograni~enja (optimalno rje{enje) ili dok se ne is-
koriste sve mogu}nosti (sub-optimalno rje{enje).
Svakom pojedinom ~voru pridru`uje se jedan koefi-
cijent kojim se opisuje koliko je promatrani ~vor povo-
ljan za ugradnju kompenzacijskog ure|aja. Na taj na~in
se dobije matrica tzv. koeficijenata naponske osjet-
ljivosti. Koeficijent naponske osjetljivosti opisuje ko-
lika bi bila ukupna promjena napona ako u taj ~vor
injektiramo reaktivnu snagu, odnosno ugradimo kom-
penzacijski ure|aj jedini~ne snage. Najpovoljniji ~vor
za ugradnju kompenzacijskog ure|aja je predstavljen
maksimalnim koeficijentom naponske osjetljivosti.
Matemati~ki model po~inje klasi~nom matri~nom jed-
nad`bom koja opisuje vezu izme|u napona i struje u
stacionarnom stanju:

� � � �� �V Z I� (4)
gdje su:

�V� – n-dimezionalni vektor napona ~vorova
(kompleksna varijabla V=V�),

�I� – N- dimenzionalni vektor struja ~vorova
(kompleksna varijabla),

�Z� – N � N dimenzionalna matrica vlastitih i
me|usobnih impedancija ~vorova (kom-
pleksna varijabla).

Injektiranjem reaktivne snage u neki ~vor, koje }emo
prikazati kao injektirane struje � �� I , dolazi do prom-
jene napona za � �� V . Naponi ~vorova nakon injekcije
struja � �� I su:

� � � � � �V V Vnovi � � � (5)

odnosno

� � � �� � � �� �V Z I Z Inovi � � � (6)

Prema tome vrijedi da je:
� � � �� �� �V Z I� (7)

Dakle, promjena napona jednaka je umno{ku vlastitih
i me|usobnih impedancija ~vorova i promjene struje.
Poznati izraz za prividnu snagu je:

S = V I* (8)
gdje je:

I* – konjugirano kompleksna vrijednost struje.

Dogovorom je odre|eno da se induktivna snaga
ozna~ava kao pozitivna, odnosno kapacitivna jalova
snaga kao negativna. Iz izraza (8) vrijedi da je konjugi-
rano kompleksna vrijednost struje jednaka:

I
S
V

* � (9)

prema tome je za induktivnu jalovu snagu:

I
S
V

P jQ

V

P jQ

V
� �

�
�

*
*

( )*
*

–
*

(10)

Analogno, uz kapacitivnu jalovu snagu vrijedi:

I
S
V

P jQ

V
� �

�*
* *

(11)

Sada je potrebno razmotriti jedan po jedan ~vor. Uko-
liko se u k-ti ~vor priklju~i kompenzacijski ure|aj male
snage (Q), injektirana struja u tom ~voru }e biti:

� I
jQ

Vk
k

�
�

*
(12)

gdje predznak ovisi o vrsti razmatranog kompenza-
cijskog ure|aja (kapacitivnog ili induktivnog karak-
tera). Za slu~aj da samo u ~vor k injektiramo struju 
Ik,
jednad`ba (7) poprima sljede}i oblik:

(13)

Prema (12) porast napona u i-tom ~voru bit }e:

� �V Z I Z
jQ

Vi ik ik
k

� � �
��

	



�
�

� *

(14)

Na taj na~in se dobije odziv (promjena) napona u
svakom pojedinom ~voru zbog injektirane struje 
Ik u
~voru k. Sumiranjem odziva svih ~vorova kojima su na-
poni izvan dopu{tenih granica dobije se veli~ina koju
nazivamo koeficijent naponske osjetljivosti (PKNO), de-
finirana je kao suma promjena modula napona pri
uklju~enju male reaktivne snage u ~voru k.

PKNO V Z
jQ

Vk
P

k
kP

� �
��

	



�
�



� �
� �� 1
1

1
1

, *
(15)

gdje je:

P – skup svih ~vorova za koje je napon izvan
dopu{tenih granica, odnosno vrijedi da je:

V V1 1� max (16)

ili

V V1 1� min (17)
Da bi se odredio raspored potrebnih kompenzacijskih
ure|aja za svaki potencijalni ~vor odredi se koeficijent
naponske osjetljivosti, te se na kraju odredi ~vor s
najve}im koeficijentom. Me|utim, taj koeficijent
opisuje promatrani ~vor samo za jedno stanje sustava.
Da bi se dobila realnija slika o kvaliteti tog ~vora kao
potencijalne lokacije potrebno je na isti na~in promo-
triti i druga mogu}a stanja sustava s aspekta drugih op-
tere}enja, neraspolo`ivosti pojedinih komponenti i sl.
Budu}i da se svako stanje sustava o~ekuje s nekom
vjerojatno{}u, mno`enjem koeficijenta naponske os-
jetljivosti za promatrano stanje i vjerojatnosti pripad-
nog stanja, te sumiranjem tih umno`aka za sva
promatrana stanja dobit }e se prosje~ni koeficijent na-
ponske osjetljivosti, tj. realni pregled kvalitete tog
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~vora kao potencijalne lokacije kompenzacijskog
ure|aja koji najvi{e zadovoljava sva razmatrana stanja.
Uzme li se u razmatranje Ms razli~itih pogonskih stanja
sustava, za svako razmatrano stanje i = 1, 2, ...., Ms do-
bije se koeficijent naponske osjetljivosti u ~voru k:

PKNO V Z
jQ

V

i

k i
P i

k
kP

i

, , *

; ,

�
�
	

 �

�

 �

��

	



�

�



�

� �
� �� 1
1

1
1

1 2,....., .Ms (18)

Uz vjerojatnost svakog promatranog pogonskog
stanja, potrebno je svakom stanju pridodati i mjeru na-
ponske te`ine. Bez obzira na vjerojatnost pojave nekog
stanja, ne smiju imati istu te`inu stanje pri kojem se
rje{ava vrlo izra`eni problem nezadovoljenja napon-
skih ograni~enja i stanje pri kojem se rje{ava relativno
mali problem nezadovoljavanja naponskih prilika.
Stoga se svakom razmatranom stanju sustava pridje-
ljuje te`inski faktor kojeg nazivamo mjera naponske
te`ine (wi). Taj faktor definiramo kao sumu razlika
dopu{tenog napona i trenutnog napona ~vorova ko-
jima su naponi izvan dopu{tenih granica.

w Vi
P

�
�
� � 1

1 1

(19)

gdje je:

V1 – odstupanje modula napona od dopu{tene

vrijednosti u ~voru 1.
Za problem previsokih napona:


V1 = V1 - Vmax 1 , za V1 � Vmax 1 (20)
Za problem preniskih napona:


V1 = Vmin 1 - V1 , za V1 � Vmin 1 (21)
Koriste}i sve spomenute relacije mogu se odrediti
prosje~ni koeficijenti naponske osjetljivosti potencijal-
nih lokacija kompenzacijskih ure|aja u Ms razmatra-
nih pogonskih stanja, uz uva`avanje vjerojatnosti tih
stanja i njihove naponske te`ine. Kona~no, prosje~ni
koeficijenti naponske osjetljivosti (PKNO) su:

PKNO
Ms

p w Z
jQ

V

k

i i k
kP

i�

� �
��
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�
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� �

1

11

1 2; , ,..., , � (22)

gdje je:
Ms – ukupni broj razmatranih stanja,
� – skup svih ~vorova - potencijalnih lokacija

kompenzacijskog ure|aja.

Prema tome je matrica prosje~nih koeficijenata napon-
ske osjetljivosti

�PKNO� = �PKNO1 PKNO2 ... PKNOr-1 ...
... PKNOr+1 ... PKNON�t (23)

gdje t zna~i transponiranu matricu. Prema iznosu
prosje~nog koeficijenta naponske osjetljivosti rangi-
raju se ~vorovi, odnosno potencijalne lokacije kom-

penzacijskog ure|aja s aspekta zadovoljenja naponskih
prilika. Na slici 1 prikazan je pojednostavljeni dijagram
toka predlo`enog postupka odre|ivanja najpovoljnije
lokacije i veli~ine kompenzacijskog ure|aja s aspekta
zadovoljenja naponskih prilika.

2.2. Odre|ivanje najpovoljnije lokacije i veli~ine
kompenzacijskih ure|aja s aspekta
minimiziranja gubitaka radne snage u mre`i

Pretpostavimo da promatrani EES ima N ~vorova i NG
grana. Pretpostavimo da se u ~voru r nalazi regula-
cijska elektrana. Gubitak snage je razlika izme|u snage
izvora i snage potro{a~a.


S=Se–Sp (24)
gdje je:

Se – prividna snaga izvora
Sp – prividna snaga potro{a~a.

Ukupni gubici radne snage su realni dio ukupnih gubi-
taka prividne snage, odnosno:

� � � �� �P S S S

P Q P j Q

e p

ek ek pk pk
k

N

k

N

k

N

� � �

� �
���

���

Re Re –

Re – –
111

� �
k

N

ek pk ek pk
k

N

k

N

k

N

P P P P

�

���

�

���

�
	

 �

�

 �

� �

1

111
– – (25)

gdje je:
Sek – ukupna prividna snaga izvora u ~voru k,
Pek – ukupna radna snaga izvora u ~voru k,
Qek – ukupna jalova snaga izvora u ~voru k,
N – ukupni broj ~vorova.

Budu}i da je radna snaga po svim ~vorovima fiksna po
iznosu i unaprijed poznata u jednom razmatranom stanju
(osim u ~voru regulacijske elektrane), ukupni gubici
radne snage mogu se ra~unati prema sljede}em izrazu:

� � � �� P P P P Per pr ek pk
k
k r

N

� �
�
�

�– –
1

(26)

U izrazu (26), sve veli~ine su unaprijed definirane,
osim iznosa radne snage regulacijske elektrane (Per).
Stoga se mo`e re}i da su ukupni gubici radne snage u
promatranoj mre`i proporcionalni promjeni radne
snage regulacijske elektrane. Op}enito se mo`e re}i da
je prividna snaga u ~voru k jednaka razlici snage izvora
i snage potro{a~a u tom ~voru, te je mo`emo pisati:

� � � �S P jQ P P j Q Q

S V Y V

k k k ek pk ek pk

k k ki i
k

N

� � � �

� �
�

�

– –

* *
1

(27)

gdje je:
Vk – napon ~vora k (kompleksna veli~ina),
Yki – ~lan matrice vlastitih i me|usobnih

admintancija ~vorova (kompleksna
veli~ina).
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Napone i vlastite i me|usobne admintancije ~vorova
mogu}e je pisati na sljede}i na~in:

V V ek k
j k� � � (28)

Y G jBki ki ki� � (29)

Iz prethodna tri izraza dobije se:

� � � �� �P V V G B

Q V V G

k k i ki k i ki i
i

N

k k i ki k

� �

�

�
� cos – sin –

sin

� � � �

�

�
1

� � � �� �– – cos –� � �i ki i
i

N

B �
�
�

1

(30)

Iz jednad`be (27) je vidljivo da je:

Pek = Pk – Ppk , Qek = Qk – Qpk (31)

Iz (30) i (31) slijedi da je:

� � � �� �P V V G B P

Q V V G

ek k i ki k i ki i
i

N

pk

ek k i k

� � �

�

�
� cos – sin –� � � ��

1

� � � �� �i k i ki i
i

N

pkB Qsin – – cos –� � � ��
�
� �

1

(32)

Radi jednostavnosti }emo razliku kuteva pisati kao Oki

= Ok - Oi, pa prema tome iz izraza (26) i (32) slijedi
izraz za gubitke radne snage u mre`i:

� � � �� � �P P P V V G Bek pk
k
k r

N

r i ki ki ki ki
i

N

� � �
�
�

�
� �– cos sin

1 1
(33)

Dakle, ukupni gubici radne snage u mre`i su funkcija
parametara mre`e i napona ~vorova. Iz toga slijedi da
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Slika 1. Blok dijagram toka postupka odre|ivanja optimalne lokacije i veli~ine kompenzacijskog ure|aja s aspekta
zadovoljenja naponskih prilika

Optimalno
rje{enje
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DA NE
Ima li jo{
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DA
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se reguliranjem napona u mre`i mogu mijenjati i gubici
radne snage. Ovisnost gubitaka radne snage o prom-
jeni napona ~vorova prikazuje se pomo}u totalnog di-
ferencijala koji je u matri~nom obliku zapisan
relacijom (34). Matrica �JC� je stup~asta matrica s ele-
mentima prema (34a).

� �� � � � � �d P JC Ut� �� (34)

� �JC

P

P

V

er

er

�

�

�

�
�
�
�

 

!

"
"
"
"

#
#$

#
#

(34a)

Nadalje je

� ��
��
�U

V
�

�
��

 
!"

(35)

Osim jednad`be (34) za prora~un ovisnosti promjene
gubitaka radne snage o promjeni napona koristimo i
matri~nu jednad`bu za prora~un napona ~vorova:

� � � �� �� �PQ J U� (36)

gdje je:
�J� – Jakobijana reda 2(N-1),
�
PQ� – stup~asta matrica razlike izra~unate i

stvarne radne i jalove snage po svim
~vorovima

�
U� – stup~asta matrica razlike izra~unate i
stvarne vrijednosti napona po svim
~vorovima (35).

Iz ranije navedenih jednad`bi (34) i (36) dobija se:

� � � �� � � � � � � �� � � �PQ J U U J PQ� % � –1 (37)

� �� � � � � � � � � � � �
� � � �

d P JC U JC J PQ

L PQ

t t� � �

�

� � �

�

–1

(38)

gdje je �L� matrica koeficijenata osjetljivosti. Ona je
jednaka

� � � � � �L JC Jt� –1 (39)

Matrica �L� je reda 2N-2. Prvih N-1 ~lanova matrice
opisuje ovisnost promjene gubitaka radne snage o
promjeni radne snage u ~vorovima, dok preostalih N-1
~lanvoa opisuje ovisnost promjene gubitaka radne
snage o promjeni jalove snage ~vorova. Posljednji N-1
~lanovi matrice �L� predstavljaju koeficijente osjet-
ljivosti s aspekta jalove snage, odnosno pomo}u tih ~la-
nova se rangiraju ~vorovi po povoljnosti lokacije
kompenzatora jalove snage. Najpovoljniji je onaj ~vor
koji ima najvi{i koeficijent osjetljivosti. Dakle, analiza
najpovoljnije lokacije kompenzacijskog ure|aja s as-
pekta minimiziranja gubitaka radne snage temelji se na
prora~unu elemenata karakteristi~ne matrice osjet-
ljivosti koji opisuju povoljnost pojedinih ~vorova. Ana-
logno prethodno analiziranom kriteriju zadovoljenja
naponskih prilika, razmatraju se razli~ita pogonska
stanja. Ta pogonska stanja okarakterizirana su pripad-

nim vjerojatnostima (pi), ~ija suma je jednaka jedan,
budu}i da je rije~ o me|usobno nezavisnim doga|ajima.
Za svako pogonsko stanje dobit }e se pripadna matrica
�L�i, gdje je i=1,2,.... Ms broj razli~itih stanja sustava.
Srednja ili prosje~na matrica koeficijenata osjetljivosti
definira se kao suma umno`aka vjerojatnosti pogonskih
stanja i pripadnih matrica osjetljivosti:

� � � �L p Li i
i

Ms

�
�
�

1
(40)

Na osnovi gornje matrice mogu}e je rangirati ~vorove
prema povoljnosti ugradnje izvora ili potro{a~a jalove
snage, osim ~vora s regulacijskom elektranom. Razma-
traju se samo oni ~vorovi u kojima to ima smisla s izved-
benog aspekta. Na taj na~in se rangiraju samo
potencijalne lokacije, {to znatno ubrzava postupak.
Uvr{tavanjem standardnih veli~ina kompenzacijskog
ure|aja dobivaju se pripadne vrijednosti promjene gubi-
taka radne snage. Analogno prethodnom kriteriju, uko-
liko zbog nekog razloga nije mogu}e realizirati ugradnju
kompenzacijskog ure|aja u najpovoljnijem ~voru, raz-
matra se ~vor s prvim sljede}im najve}im koeficijentom
osjetljivosti. Dijagram toka odre|ivanja najpovoljnije
lokacije kompenzacijskog ure|aja s aspekta minimizi-
ranja gubitaka radne snage prikazan je na slici 2.

2.3. Odre|ivanje najpovoljnije lokacije i veli~ine
kompenzacijskih ure|aja s aspekta blizine
sloma napona

U ovom poglavlju analizira se pona{anje svojstvenih
vrijednosti submatrice Jakobijane elektroenergetskog
sustava kako bi se pravodobno spoznalo je li elektro-
energetski sustav blizu sloma napona. Pojedini ele-
menti matrice osjetljivosti opisuju koliko je pojedini
~vor "blizu" slomu napona. Na osvnovi tih vrijednosti
rangiraju se ~vorovi kojima je potrebno regulirati ja-
lovu snagu kako bi se izbjegla pojava sloma napona. Za
tu svrhu koristi se stati~ki model na osnovi kojeg se
zaklju~uje o blizini sloma napona u funkciji mjesta i
veli~ine reaktivnog optere}enja.
Algoritmom za odre|ivanje podru~ja upravljanja na-
ponom u jednom EES-u odre|uju se slabe elektri~ne
veze. Na osnovi ovih veza mo`e se odrediti podru~je
upravljanja naponom. Baza ove analize je submatrica
Jakobijane (PV i PQ sabirnice). Sam postupak se sas-
toji od sljede}ih koraka:
1. tra`i se najve}i dijagonalni element submatrice

Jakobijane,
2. dijeli se svaki element submatrice s najve}im dija-

gonalnim elementom (normiraju se elementi sub-
matrice),

3. apsolutne vrijednosti normiranih elemenata svakog
retka se posebno poredaju od najmanje do najve}e
vrijednosti. Potom se eliminiraju elementi s najma-
njim vrijednostima iz svakog retka. Eliminacija se vr{i
sve dotle dok suma eliminiranih elemenata bude
manja ili jednaka unaprijed definiranom broju,
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4. grupe sabirnica koje su ostale jo{ povezane ~ine pod-
ru~je upravljanja naponom.

Op}a jednad`ba kod odre|ivanja naponskih prilika i
tokova snaga glasi:
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(41)

gdje je:

P – vektor razlika radnih snaga ~vora,

Q – vektor razlika jalovih snaga ~vora,

� – vektor razlike kutova napona,

V – vektor razlike modula napona.

Prethodna jednad`ba pisana u pro{irenoj formi je:
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(42)

Budu}i da tra`imo ~vorove (sabirnice) u kojima }e se
postaviti kompenzacijski ure|aji, u tim ~vorovima se
javlja matrica �
Q�, dok je matrica �
P�=�0� (nul-
-matrica, tj. matrica ~iji su svi ~lanovi jednaki nuli). Svi
~vorovi u mre`i su potencijalne lokacije, osim ~vorova
u kojima su regulacijske elektrane. Uva`avaju}i pret-
hodne jednad`be, slijedi da je:
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Slika 2. Blok dijagram toka postupka odre|ivanja optimalne lokacije i veli~ine kompenzacijskog ure|aja s aspekta
minimiziranja gubitaka radne snage

Uno{enje ukupnog broja
~vorova, grana i pogonskih
stanja

Uno{enje podataka
vodova

Formiranje matrice
admintacija ~vorova

Odre|ivanje matrice
koeficijenata osjetljivosti (L)

Idu}e pogonsko stanje

Razmatrana sva
pogonska stanja

(Ms)

NE

DA

Odre|ivanje prosje~ne
matrice osjetljivosti

Odre|ivanje redoslijeda
~vorova po povoljnosti
( =(0,0); min=100)(k,j) P

Odabir standardne
veli~ine komp. ure|aja (j)

Promjena
veli~ine komp.
ure|aja

Odabir sljede}eg
~vora

DA
DA

Zadovoljena
ograni~enja
u mre`i?

Mogu}a promjena
veli~ine komp.

ure|aja?

NE NE Ima li
jo{ ~vorova?

DA

P Pgub(k,j)< min

P Pgub(k,j)= min

NE

NE

Optimalno
rje{enje je

(k,j)
DA
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odnosno:
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Iz jednad`be (42) vrijedi da je:
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Iz (44) i (45) dobije se:
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gdje je:
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U skladu s jednad`bom (46) vrijedi da je:

� � � � � �D V Q� �� � (47)

Dimenzija kvadratne matrice �D� je M (gdje je M – u-
kupni broj sabirnica-potencijalnih lokacija (M � (N-1)).
Ova se jednad`ba mo`e ~itati na na~in da linearni ope-
rator �D� transformira vektor napona �
V� u vektor
�
Q�. Mo`e se postaviti pitanje postoje li u ovom pros-
toru neki vektori koje linearna transformacija,
odre|ena matricom �D� kao operatorom, transformira
u kolinearne vektore, tako da se mo`e napisati da je

� � � � � �D V V� � �� �' (48)

gdje je:
� – neki skalar.

Ova matri~na jednad`ba se mo`e napisati i na sljede}i
na~in:

� � � �� � � � � �D I V– ' � � �� 0 (49)

gdje je:
�I� – jedini~na matrica, a �0� – nul vektor.

Ovo je sustav od M homogenih linearnih jednad`bi sa
M nepoznanica i imat }e netrivijalna rje{enja samo
onda kada je determinanta sustava jednaka nuli, tj. ako
vrijedi:

D I– ' � � 0 (50)

Odnosno mo`e se pisati

� �p I D' '� � – (51)

gdje je p(�) karakteristi~ni polinom matrice �D�. Budu}i
da su elementi matrice �D� realni brojevi, slijedi da je

� � � �p c c cM M M M
M' ' ' '� � � � ���� �– – –– –

1
1

2
2 1 (52)

Svi koeficijenti ovog polinoma su realni brojevi. U
skladu s jednad`bom (51) ti koeficijenti su:

c dii
i

M

1
1

�
�
� (53)

gdje je:
dii – i-ti dijagonalni element matrice �D�.

Op}enito je cj (j=2,���, M–1) jednak zbroju glavnih sub-

determinanti reda j. Ima ih
M
j

�
	



�
�

 , dok je

cM = D (54)

Karakteristi~ni polinom (jednad`ba 52) se mo`e napi-
sati i na sljede}i na~in:

� �p i
i

M

' ' '�
�

( ( – )
1

(55)

gdje su:
�i – (i = 1, 2, ...., M) korijeni karakteristi~nog

polinoma, odnosno karakteristi~ne jed-
nad`be (49) i nazivaju se svojstvene vrijed-
nosti matrice �D�.

Matemati~kom analizom se mo`e pokazati da se
svojstvene vrijednosti matrice �D�, dakle veli~ine �, od-
nose na odgovaraju}e ~vorove. Veza izme|u korijena i
koeficijenata karakteristi~nog polinoma je sljede}a:

c i
i

M

1
1

�
�
� ' (56)

c M M2 1 2 1 3 1� � � � ����� �' ' ' ' ' ' – (57)

cM j
j

M

�
�

� '
1

(58)

U skladu s jednad`bama (58) i (54) dovoljno je da
jedna svojstvena vrijednost bude nula, pa da determi-
nanta matrice �D� bude jednaka nuli, {to zna~i da je ova
matrica singularna. Drugim rije~ima, ako se u realnom
EES-u najmanja svojstvena vrijednost pribli`ava nuli,
to zna~i da se EES pribli`ava to~ki kada nastupa slom
napona. Stoga je na osnovi rangiranja svojstvenih
vrijednosti mogu}e rangirati potencijalne lokacije za
ugradnju kompenzacijskog ure|aja s aspekta izbjega-
vanja sloma napona. Najmanji iznos funkcije � opisuje
~vor u kojem je slom napona najbli`i. Dakle, ~vor s
najmanjim � je "najkriti~niji" ~vor s aspekta sloma na-
pona. Budu}i da su kod prethodna dva uvjeta najpovolj-
niji ~vorovi za ugradnju kompenzacijskog ure|aja bili
opisani najve}im iznosom pripadnog koeficijenta os-
jetljivosti, na isti na~in promatramo i slom napona, od-
nosno uzimamo recipro~nu vrijednost koeficijenta �.

�
'j j

j M

�

�

1

1 2, ,..., .

(59)

Korijeni karakteristi~nog polinoma p(�) predstavljaju
koeficijente osjetljivosti s aspekta sloma napona. Radi
preglednosti mo`e se formirati matrica (vektor) osjet-
ljivosti ��� koja opisuje pojedini ~vor s aspekta sloma
napona. ^vor s najve}om vrijedno{}u � je najbli`e
slomu napona, tj. to je najpovoljniji ~vor za ugradnju
kompenzacijskog ure|aja s aspekta sloma napona.
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Analogno prethodnim poglavljima potrebno je
provesti analizu najkriti~nijih ~vorova za vi{e pogon-
skih stanja (i=1,2,...Ms.). Svako pogonsko stanje je
okarakterizirano odre|enom vjerojatno{}u pi.
Srednja ili prosje~na matrica koeficijenta osjetljivosti
s aspekta sloma napona definira se kao suma
umno`aka vjerojatnosti pogonskih stanja i pripadnih
matrica osjetljivosti:

� � � �� ��
�
� pi i
i

Ms

1
(60)

^lanovi matrice �� � uklju~uju u sebi razmatrana pogonska
stanja u du`em vremenskom razdoblju i opisuju pogod-
nost ~vorova za ugradnju kompenzacijskih ure|aja. Na
taj na~in smo rangirali ~vorove s aspekta sloma napona.
Najve}i element matrice �� � je najpogodnija lokacija za
ugradnju ure|aja za kompenzaciju jalove snage. Nakon
toga potrebno je odrediti najpovoljniju veli~inu kompen-
zacijskog ure|aja. Sljede}a slika prikazuje dijagram toka
funkcije odre|ivanja najpovoljnije lokacije i veli~ine
kompenzacijskog ure|aja s aspekta sloma napona.
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Slika 3. Blok dijagram toka postupka odre|ivanja optimalne lokacije i veli~ine kompenzacijskog ure|aja s aspekta izbje-
gavanja sloma napona

Kreni od prvog pogonskog
stanja sustava

Op}a jednad`ba naponskih
prilika i tokova snaga

Odre|ivanje matrice � �D

Idu}e pogonsko stanje
Odre|ivanje svojstv. vrijednosti

�

Odre|ivanje koeficijenata
osjetljivosti �

Razmatrana
sva pogonska stanja

sustava (Ms)

NE

DA

Definiranje prosje~ne
matrice osjetljivosti

Odre|ivanje redoslijeda
~vorova po povoljnosti

Odabir standardne
veli~ine komp. ure|aja (j)

Promjena
veli~ine komp.
ure|aja

Odabir sljede}eg
~vora

DA DA

Zadovoljena
ograni~enja

u mre`i?

NE NE
Mogu}a

promjena veli~ine
komp. ure|aja?

Ima li
jo{ ~vorova?

DA

NE
� �(k,j) > max

NE

DA

� �max = (k,j)

Optimalno rje{enje
je za koji je

=
(k,j)

(k,j)� �max
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2.4. Kona~ni odabir lokacije i veli~ine
kompenzacijskog ure|aja

Nakon provedenih analiza u prethodnim poglavljima
dobili smo tri karakteristi~ne matrice koje rangiraju
~vorove kao potencijalne lokacije kompenzacijskog
ure|aja prema tri opisana kriterija. Postavlja se pitanje
kako od tri neovisna uvjeta i tri neovisna rangiranja
lokacije i veli~ine kompenzacijskih ure|aja dobiti
jedinstvenu lokaciju i veli~inu kompenzacijskog
ure|aja, odnosno jedinstveno rje{enje koje bi moglo
zadovoljiti sve postavljene uvjete.
Kao {to je ranije re~eno, ovisno o konkretnom prob-
lemu, ali i iskustvu, svakom pojedinom kriteriju prido-
daje se koeficijent va`nosti, tj. te`inski faktor, ovisno o
tome koliku ulogu ima razmatrani kriterij (naponske
prilike, gubici radne snage ili slom napona) u
rje{avanju problema u konkretnoj mre`i. Te`inski fak-
tori mogu imati vrijednost i ve}u od jedan, ovisno o slo-
bodnoj procjeni autora. Dakle, te`inski faktori nisu
vjerojatnosti, niti se mogu dokazati eksperimentom.
To su veli~ine koje se definiraju na osnovi slobodne
procjene planera koji na osnovi vlastitih iskustava,
vezano za funkcioniranje prijenosne mre`e, mo`e
postaviti relativne odnose izme|u pojedinih stanja
mre`e s obzirom na kvalitetu pogona.
Osim toga potrebno je naglasiti da se kompenzacijski
ure|aj ugra|uje za jedno du`e vremensko razdoblje,
dakle ne za trenutne potrebe u mre`i. Stoga je
potrebno na}i najpovoljniju lokaciju i veli~inu kom-
penzacijskog ure|aja za vi{e razli~itih pogonskih stanja
i za sagledivo idu}e razdoblje. Zbog toga se koriste
prosje~ne vrijednosti koeficijenata, te se formira jedna
op}enita matrica �f� koja predstavlja objektnu funkciju
i to na sljede}i na~in:

� � � � � � � �f w PKNO w L wnap gub slom� � � � (61)

gdje su:

�PKNO� – matrica prosje~nih koeficijenata
naponske osjetljivosti prema
jednad`bi (23)

�L� – matrica prosje~nih koeficijenata
osjetljivosti s aspekta smanjenja
gubitaka radne snage prema
jednad`bi (40)

�� � – matrica prosje~nih koeficijenata
osjetljivosti s aspekta sloma napona
prema jednad`bi (60)

Wnap – te`inski faktor koji opisuje ulogu
zadovoljenja naponskih prilika
pri ugradnji kompenzacijskih ure|aja

Wgub – te`inski faktor koji opisuje ulogu
zadovoljenja gubitaka radne snage pri
ugradnji kompenzacijskih ure|aja

Wslom – te`inski faktor koji opisuje ulogu
sloma napona pri ugradnji
kompenzacijskih ure|aja.

Na taj na~in matrica �f� rangira elemente po sva tri
kriterija. Najpovoljniji ~vor za ugradnju kompenza-
cijskog ure|aja je onaj koji je u matrici �f� opisan
najve}im koeficijentom. Time smo odredili najpovolj-
niju lokaciju, ali ne i veli~inu kompenzacijskog
ure|aja.
Nakon odre|ivanja najpovoljnije lokacije potrebno je
odrediti i najpovoljniju veli~inu kompenzacijskog
ure|aja, odnosno njegovu snagu. Dakle, potrebno je za
svaku standardnu veli~inu kompenzacijskog ure|aja u
svakom ~voru provjeriti zadovoljenje postavljenih
uvjeta, uva`avaju}i ranije dobivene koeficijente. Sumi-
raju}i sve postavljene uvjete jednostavno dobivamo
funkciju F(i,j), gdje je i - ~vor u kojeg je ugra|en kom-
penzacijski ure|aj nazivne snage "j". Funkciju F(i,j)
definiramo na sljede}i na~in:

� � � �
� �

� �

F i j w PKNO i
V i j

w L i
P i j

w

nap

gub
gub

slo

, ( )
,

,

� �
�

�

� �
�

�

1

1

1

1

�

�
� �

m i

i M

j Mns

�

�
�

�

1 2

1 2

, ,..., .

, ,..., .

(62)

gdje su:

V(i,j) – suma apsolutnih vrijednosti

odstupanja napona od dopu{tenih
granica ugradnjom kompenzacijskog
ure|aja "j" u ~vor i.


P(i,j) – ukupno smanjenje gubitaka radne
snage u mre`i ugradnjom
kompenzacijskog ure|aja "j" u ~vor i.

Wc – te`inski faktor koji opisuje ulogu
cijene ugradnje kompenzacijskih
ure|aja

M – ukupni broj ~vorova, potencijalnih
lokacija kompenzacijskih ure|aja

Mns – ukupni broj nazivnih snaga
kompenzacijskih ure|aja.

Da bi se izbjegao utjecaj me|usobnog nesrazmjera po-
jedinih veli~ina (razli~iti red veli~ina) potrebno je u
relaciji (62) koristiti relativne (jedini~ne ili normirane)
vrijednosti. Pri tom je potrebno prethodno za svaku
veli~inu odrediti pripadnu baznu vrijednost.
Vrijednost funkcije F(i,j) u ~voru i, ugradnjom kom-
penzacijskog ure|aja j bit }e ve}a {to su ve}i koefi-
cijenti osjetljivosti ~vora i za pojedini razmatrani
kriterij (naponske prilike, gubitke radne snage i slom
napona), odnosno {to su manji: odstupanje napona od
dopu{tenih granica i gubici radne snage nakon
ugradnje kompenzacijskog ure|aja. Tako dobivamo
matricu u kojoj retke predstavljaju ~vorovi kao poten-
cijalne lokacije kompenzacijskih ure|aja, a stupce
standardne nazivne vrijednosti kompenzacijskih
ure|aja. Ovu matricu }emo nazvati globalnom matri-
com osjetljivosti.
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(63)

Pretpostavimo da se promatrana mre`a sastoji od M
~vorova – potencijalnih lokacija kompenzacijskog
ure|aja, te da standardna snaga kompenzacijskog
ure|aja mo`e varirati od 200 MVAr kapacitivno do
200 MVAr induktivno i to u modulima od po 50
MVAr. To zna~i da pretpostavljamo da kompenza-
cijski ure|aj mo`e imati nazivnu snagu od 50 MVAr,
100 MVAr, 150 MVAr i 200 MVAr u kapacitivnom i u
indukativnom podru~ju. Naravno, ovo su pretpostavke
samo za ovaj primjer. U praksi je potrebno uzeti sve
veli~ine kompenzacijskih ure|aja dostupne na tr`i{tu,
te ih ravnopravno razmatrati. Globalna matrica osjet-
ljivosti u konkretnom slu~aju je:

Najpovoljnije rje{enje predstavlja ona kombinacija
(~vor, veli~ina kompenzacijskog ure|aja)=(i,j) koja je
opisana najve}im iznosom funkcije F(i,j). To zna~i da
bi se od svih razmatranih opcija ugradnjom kompenza-
cijskog ure|aja j u ~vor i po svim razmatranim stanjima
sustava najvi{e smanjila naponska odstupanja, gubici
radne snage i mogu}nost sloma napona u mre`i. Na taj
na~in se jednozna~no dobije najpovoljnije rje{enje
problema kompenzacije jalove snage u mre`i s aspekta
zadovoljenja napona, smanjenja gubitaka radne snage
i izbjegavanja sloma napona.

Nakon ugradnje kompenzacijskog ure|aja u ~vor s
najve}im iznosom funkcije F potrebno je ponovo raz-
motriti naponske prilike, gubitke radne snage i blizinu
sloma napona u pojedinim ~vorovima. Ukoliko su te
veli~ine nezadovoljavaju}e i nakon ugradnje prvog
kompenzacijskog ure|aja, potrebno je ponovno
provesti isto razmatranje za ugradnju drugog kompen-
zacijskog ure|aja. Tako|er je mogu}e da jedan dio sus-
tava ima previsoke, a drugi dio sustava preniske
napone. Op}enito, potrebno je provoditi razmatrani
postupak sve dok zadani kriteriji s aspekta iznosa na-
pona, gubitaka radne snage i sloma napona ne budu za-
dovoljeni.

3. ZAKLJU^AK

Zbog teritorijalnog oblika dr`ave i problema koji se
javljaju u normalnom pogonu hrvatskog elektroener-
getskog sustava bilo je potrebno detaljnije istra`iti
na~ine za odre|ivanje najpovoljnije lokacije i veli~ine
kompenzacijskog ure|aja. Metodologija prikazana u
ovom ~lanku predstavlja prvi dio projekta koji se od-
nosi na definiranje matemati~kog modela. Drugi dio se
odnosi na izradu programskog koda na osnovi
postavljenog matemati~kog modela, te njegovo testi-
ranje.
U ovoj studiji razmatra se najpovoljnija lokacija i
veli~ina kompenzacijskog ure|aja s tri aspekta:

• zadovoljenje naponskih prilika,
• smanjenje gubitaka radne snage,
• izbjegavanje sloma napona.

Svakom pojedinom ~voru se za svaki promatrani as-
pekt (kriterij) pridru`uje karakteristi~ni koeficijent.
Taj koeficijent govori koliko je pojedini ~vor povoljan
za ugradnju kompenzacijskog ure|aja radi zadovo-
ljenja promatranog kriterija. Prema problemima u
konkretnoj mre`i svakom aspektu se na osnovi
iskustva autora pridjeljuje te`inski faktor koji opisuje
koliko je promatrani aspekt (naponske prilike, gubici
radne snage, slom napona) nagla{en u konkretnoj
mre`i. Razmatra se vi{e stanja, te svako stanje ima
pripadnu vjerojatnost. Umno{kom karakteristi~nih
koeficijenata, njihovih te`inskih faktora i pripadnih
vjerojatnosti stanja, te sumiranja po svim stanjima do-
bije se jednozna~an broj koji odre|uje povoljnost
ugradnje kompenzacijskog ure|aja u svaki pojedini
~vor za sva ~etiri uvjeta istodobno. Na taj na~in se
rangiraju najpovoljnije lokacije za ugradnju kompen-
zacijskog ure|aja.

Analizom zadovoljenja naponskih prilika, smanjenja
gubitaka radne snage i izbjegavanja sloma napona za
svaku pojedinu standardnu veli~inu kompenzacijskog
ure|aja dobije se konkretan koeficijent F(k,j). Ure|eni
par (k,j) opisuje ~vor k u koji je ugra|en kompenza-
cijski ure|aj nazive snage j. Svaki takav par ima svoj
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koeficijent F(k,j). Varijanta s najve}im F predstavlja
najpovoljniju veli~inu kompenzacijskog ure|aja i
odre|uje njegovu lokaciju. Na taj na~in se odre|uje
najpovoljnija lokacija i veli~ina kompenzacijskog
ure|aja. Idu}i korak je bila izrada programske
podr{ke, na osnovi prezentiranog matemati~kog mo-
dela, te njegovo testiranje i primjena na prijenosnoj
mre`i Hrvatske.
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METHOD FOR OPTIMAL CHOICE OF COMPENSATION
EQUIPMENT SIZE

Mathematical model for optimal choice of size and location
of compensation equipment is presented from the aspect of
voltage circumstances and vicinity of voltage breakdown in

an electric power system. Based on three criteria the objec-
tive function is developed, resulting in the optimum, that is
best location and size of compensation equipment to sat-
isfy voltage circumstances, decrease losses of active power
and avoid voltage breakdown.

METHODE ZUR AUSWAHL OPTIMALER LEISTUNG
VON KOMPENSATIONSANLAGEN

Vorgezeigt wird das mathematische Modell der Bestim-
mung optimaler Leistung und Standortauswahl für Kom-
pensationsanlagen aus der Sicht der
Spannungsverhältnisse und des drohenden Span-
nungskollapses im Stromversorgungssysten. Nach drei be-
trachteten Merkmalen wird eine objektbezogene Funktion,
deren Lösug einen Optimum bzw. beste Standorte und
Leistungen von Kompensationsanlagen zwecks Errei-
chung der annehmbarer Spannungsverhältnisse, der Ver-
lustminderungen der Wirkleistung und der Ausweichung
dem Spannungskollaps gibt, gebildet.
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